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12.2 Ano de Escolaridade

Duracgdo da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos.

1. A concentragdo do medicamento em cada hora pode ser modelada por uma progressao geométrica de razao

0,7, sendo 120x0,7 o seu primeiro termo (concentragao quando n=1)

O termo geral dessa progressao é C, =120x0,7 x0,7"" C,=120x0,7" .

C,<20=120%0,7" <20<0,7" <£<:>0,7" <l<:>n>10g07(lj
120 6 L6

1
Como log,, [gj ~ 5,02, terdo de passar, no minimo, 6 horas para que a concentragéo seja inferior a 20 .

Opgéo: (C)
2.
n bolas brancas n bolas brancas
5 bolas verdes 8 bolas verdes
CAIXA 1 CAIXA 2

2.1. Seja n o nimero de bolas brancas em cada caixa.

P(B|A):%<:> 8 2 40=2n+185 =11
5 n+l48 5
11
Assim, P(A)=—.
(4) 16

2.2,
2.21. nlep.=*C,
Seja  C:«As trés bolas retiradas nao sdo todas da mesma cor»
Assim, C': «As trés bolas retiradas sio todas da mesma cor»
nc.f.= C, +

P(E):—wq +CI3C3 ,logo, P(C)=1-P(C)=1-

43

30 13
C,+°C
43
3 3
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2.2.2. Comecgamos por colocar uma bola branca em cada compartimento ( como as bolas sdo todas

iguais ha apenas uma maneira de o fazer). Ficamos assim com 14 bolas brancas por colocar.

Vamos agora escolher dos 16 lugares, 14 lugares para as restantes bolas brancas, o que pode ser
feito de '°C,, maneiras.

Coloquemos agora as bolas verdes, ndo mais do que uma por compartimento, o que pode ser feito
de '°C,; maneiras.

Assim, como para cada uma das '°C,, maneiras de colocar as restantes bolas brancas, hd '°C,,

maneiras de colocar as bolas verdes, o nimero pedido é dado por 16C X 16C]3, ou seja, é 67200.

3. Umavezque f éuma fungdo afim crescente cujo grafico contém a origem do referencial, f(x)=kx, sendo
k um nudmero real positivo. Como a reta que representa a fungdo f tem declive inferior a 1 (por

observacdo da figura e uma vez que o declive dareta r é 1), sabemos que 0<k<1.

U

3
2

Assim, f(u,)=kxu,, e, portanto, u, : ,sendo 0<k<1.

u,, =kxu,vneN

g =kxu, VneN@ =k,VneN, logo (un) é uma progressdao geométrica de razdo k£ e, sendo
u

n

O<k<leu >0, éumaprogressdo geométrica decrescente. Opcdo: (D)

4. Uma vez que o perimetro do losango é 20, os lados tém comprimento 5, logo A(S,O) .

Por se tratar de um paralelogramo os angulos consecutivos sdo suplementares, logo A0C =30°. Assim, o

. , . 3
declive da reta OC é tg(30°), ou seja, T Novamente por se tratar de um paralelogramo, os lados

B3
>

opostos sdo paralelos, logo a reta 4B é paralela areta OCe, portanto, m , =

. . 3 .
Assim a equacdo reduzida da reta 4B é do tipo y=7x+b. Como o ponto A pertence a reta, vem

NG 53 BB

O=—x5+bb=—"—"7. Entdo AB:y=—x—"—"—
3 3 3 3

y:ﬁ —i®3y 3x-53 & Bx-3y-53=0 Opgéo: (D)

3
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5.1. A superficie esférica de diametro [AF] tem centro no centro do cubo, ou seja, no ponto médio de

[AF], que é também o ponto médio de [OE], e tem raio igual a % )

0+1 0+5 —1+0 . 15 1
M[OE]( ) > ) s ) jrou Séja, M[OE](E’E’_EJ

OF _\(1-0)' +(5-0)' +(-1-0)° 37

2 2 2

. : o 1Y 5Y 1Y 27
Equacado reduzida da superficie esférica: X_E + y—E + z+5 =—

5.2. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto C'.
Uma vez que a aresta [OC] ¢ perpendicular a face [BEFC], areta OC é perpendicular ao plano BEF
e interseta este plano no ponto C . Assim, o vetor 7, = (2,—2,1), por ser um vetor normal ao plano
BEF , é um vetor diretor da reta OC'.

OC:(x,y,z) = (0,0,0)+k(2,—2,1),k eR

x=0+2k x=2k x=-2

=0-2k =2k =2
Y =17 =17 77 logo C(-2,2,-1).
z=0+k z=k z=-1

2x—-2y+z=-9 2%2k=2x2k+k=-9 k=-1

Vamos agora definir a reta CE e intersetar essa reta com o plano yOz, ou seja, com o plano de
equagdo x =0, para determinar as coordenadas do ponto H .

CE=E-C=(33,0)

CE:(x,5,2)=(-2,2,-1)+k(3,3,0),k e R

k_2
x==2+3k 0=-2+3%k 3 -
= =2 2 =4
y=2+3k PR +3k e ly=243x2 o y ,logo H(0,4,-1)
z=-1 z=-1 3 z=-1
x=0 x=0 z=-1 x=0
x=0
a = HOE
COS(Q)ZCOS(@:@@): OH-OE _ (0,-4,1):(1,5,-1) 21 7

OH XHO—EH T 641 1x25+41 N1Tx33 5L
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2
sen’ (a)+cos’ (o) =1< sen’ () =1—(%) < sen’ (a) =1—% < sen’ (a) =% < sen(a)= i\/%
Como «a é a amplitude do angulo de dois vetores e cos(a)>0, sen(a)>0 ( pois sen(a)#0) e,

portanto, sen ()= %

7 2 142

Assim, sen(2a)=2sen(a)cos(a)=2x\/ﬁx\/ﬁ= TR

o . 3 ) 197) .. (197
6. z,=2e*, logo z,=2e* xe’® &S zy=2e & zy=2e <:>ZB=2cos? +2isen ) logo
19 19 0Gx(~y,) 2{_25%[1192”)) 19
’ X\ —
B| 2cos| =% ,2sen 7 e, portanto, Area[OGB]z Ys) _ — 2sen| =2 |.
12 12 2 2 12

Ora, 19—”=24—7r—5—”=27r—5—”,Iogo —2sen 19—” =-2sen 27r—5—” =2sen 5—”
12 12 12 12 12 12 12

Como 5—”=6—”—£=£—1, 2sen Sz =2sen| Z-Z | =2cos| Z Opcao: (B)
12 12 12 2 12 12 2 12

Va(2+1)2|(V2(2+1)) ~4x2(1+i)

7. zz—ﬁ(2+i)z+2(1+i)=0<:>z= 5 =
W2 +2i%\2(2+i) -8-8i 2V2 +2ik [2(4+4i-1)-8-8i
< z= Sz = =
2 2
242 +~/2i £/8+8i—2—8—8i 22 +2i -2 22 +2i++2i
z= & z= S z= P
2 2 2
Z=2\/§+\/§l+\/§lv2=2\/§yﬁ;7ﬁ;<:>2=2\/5+2\/§lv2=—2\/§<:>2= 2+\/§iv2=\/§
2 2 2 2
Entéo, z, =242 e Zp =2.
O raio da circunferéncia ¢ igual a |z, —zB|=‘)5+\/5i7ﬁ‘=\/§
Condigao na variavel complexa que define a circunferéncia: z—(\/§+\/§i)‘ = \/5
8. I-b);ll=c); lll—2a); IV—Dh)
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9.1. Assintotas verticais:

Por se tratar do quociente de duas fung¢des continuas, uma funcdo afim e a soma de uma fungao

constante com uma funcao logaritmica, apenas poderdo ser assintotas verticais as retas de equacgdes

x=0-e le.
e

. . X 0 0 ~ -, .
lim f(x)=lim =0, logo aretade equagdo x =0 ndo é assintota vertical
x—>0"

0" 1+ Inx - 1+ln(0+) B 1+(—oo)

ao graficode f .

1

lim f(x)= lim - e+ =400, logo a reta de equacgao le é assintota vertical ao grafico de
x_{g)* x_{g)*lﬂnx 0 e

f.
Assintota ndo vertical:

X

TAONUAC NP ESTYS Y. SN T I S SR,

I T S R o £ (I+lnx) ==l+lnx  1+In(+0) 1+ (+o0)
% X )

. . x &) A S lim 1 1 1

lim ( f(x)—0x)= lim = lim—2* = A = =— =+
X—>+0 x40 | 4 lnx x>+ | lnx . 1 . lnx 0"+0 0

-+ lim —+|lim —=

X X x40 ) x40 )

Como ndo obtivemos um numero real, o grafico de f ndo admite assintota ndo vertical.

9.2. Pretendemos o conjunto-solugdo da condigdo f(x)> g(x), ou seja, > xIn(x) .

_x
1+In(x)

Y . - . 1
Consideremos x pertencente ao dominio desta condic3o, ou seja, x e R* \{—}.
e

T P — xIn(x) Oes % xIn(x)(1+1In(x)) PN x—xIn(x) - xIn*(x)
1+ 1In(x) 1+ In(x) 1 1+ In(x) 1+1In(x) 1+ In(x)

x(1+In(x))

x(1-In(x) —In’ (x)) RPN o YE) B o B
1+ In(x) = 1+In(x)
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Caélculos auxiliares

Zeros e sinal da funcdo no numerador da fracdo:

1-In(x) ~ In*(x) = 0 < —In*(x) - In(x) + 1= 0 < In(x) =_1i\/_12+4 o In(x) = —1—2\/5 v In(x)= —1+2J§

Consideremos y =In(x) e esbocemos o grafico da fungéo cuja expressdo algébrica ¢ —y° —y+1le

15 -1445 /*\
2 2 -1-\/3/ \_H?g
2 2

~1-+/5 —1++/5
2 AY<

cujos zeros sao

Assim, —y> —y+1>0< y> e -1y —y+l<0s y<

—1-4/5 —1++/5
” vy> ,

2 2
logo:
—1- - 15 s
—In*(x)—In(x)+1> 0 < In(x) > ! 2\/5 Aln(x) < 1;\/5 Sx>e 2 Ax<e 2 e
R _ —1-5 —145
—In*(x)=In(x)+1<0 < In(x) < ! 2\/§v1n(x)> 1;\/5 Sx<e P vi>e ?
Zeros e sinal da funcdo no denominador da fracao:
1+In(x) =0 < In(x) =-1< In(x) =In(e') = x 1
e
1 1
l+ln(x) <0 x<— e l+In(x) >0 = x>—
e e
Quadro de sinais
—1-/5 B 145 +00
& 0 e ? e’ e ?
1-In(x)=In*(x) | N-D. - 0 + + + 0 -
1+1In(x) N.D. — _ _ 0 + + 4
1=1 —In? N.D.
nx) - In"(x) + 0 - N.D. + 0 -
1+1In(x)
-IV5 —15
CS.=|0,e 2 |Ule',e 2
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9.3. Seja xeR" \{l}
e

1
f'(x)—[ al ]Ixlx(lﬂn(x))xx(lﬂn(x))’1X(1+ln(x))_x><(0+x)
i) (1+1In(x))° (14l
X

I @) -1_ Ing)

(1+In(x))"  (1+In(x)"  (1+In(x))’

f'(x)=0<:>L)2=0<::>1n(x)=0/\(l+ln(x))2 ;«t0<::>x=1/\x;él
(1+ln(x)) e
—+00
X 0 1 1
e

In(x) ND.| _ _ A 0 "
(1+In(x))’ ND.| -y 0 + + +
Zeros e sinal de [’ N.D. 4 N.D. — 0 +
Variagdo e extremosde f/ | ND.| N\, [ND.| SO /!

1 1 [
A funcdo f é decrescente em }O,—[e em }—,1 e é crescente em ]1,+oo[.

e e |
O Unico extremo relativo da fungdo f é f(1)= I 11 0 =1 e trata-se de um minimo relativo.
+In
00, mEQ-8W y ~(eW-g@) . 1, g0-g@) 1, _
e X" —e e (x—e)(x+e) exte e x-—e e+e gr(x):_f(x),v,ce}l,w[
1 1 e 1 e 1
=——xf(e)J=——x——=——Xx—=—= Opcao: (B
2e f( ) 2¢ l+Ine 2e 2 4 pao: (B)
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10. Relativamente a proposicdo I:

(1) Afungdo f é derivdvel em R, logo é continua em R . Em particular, f é continua no intervalo [0,1].

(2) Como f(0)= £ (1), M é a média aritmética entre f(0) e f(l), logo,
0 1
Por (1) e (2) e atendendo ao teorema de Bolzano, Jc e ]O,l[:f(c)zw e, portanto, a equacgdo

S(0)+ /(1)

7=

é possivel, dai que a proposicdo | seja falsa.

Relativamente a proposicdo Il:

D}={xeDf:f(x);tO}:{xeR:f(x);tO}

Como sabemos que a fungdo f é positiva em todo o seu dominio, f(x) #0,VxeRe, portanto, D, =R.
7

1, . ~ ) ~ ~ T
Como — é o quociente de duas fungdes continuas (uma fungdo constante e a fungdo f que é derivavel em

. 1, , ) 1, o , . - ~ .
R ), afungdo — é continua. Assim, como — é uma func¢do continua de dominio R, o seu grafico ndo admite

assintotas verticais e, portanto a proposicao Il é falsa.

Relativamente a proposicdo lll:

: X ) —X . . 1 1
lim g( ) = lim f( ) = lim Mz — lim f(y) =— =——= —i, logo a proposicao lll é falsa.
x40y X—>+00 X MV.y—>—0o -y yomo Y lim y g 2
e f(y) 3
MYV.:
=—X Se x = —0, entdo y — +©
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11. Aequagdo que pretendemos resolver é: i(¢+10)=1,3xA(r).

Consideremos as fungoes:

£i(x)=20(1-¢*")+5In(1+0,8x)+0,2

fz(x) =f1(x+10)
fs (x) =13x 1, (x) £3()=1.3 1(x)

O valor de ¢ pretendido é a abcissa do ponto de interse¢do dos

s ~ | -0.5:x
graﬁcos das funcoes f‘ze ](;, ! fl(,\'}=20- (1—0 \)+5- 1n(1+0.8.X)+0.235

Resposta: O instante pedido &, aproximadamente, 4,2 anos.

12. Seja a a abcissa do ponto P. Assim, P(a,f(a)).
Sabemos também que o ponto P tem ordenada 2, logo f(a) =2.

f(a)=3a2+ba+2c>3a2+ba+2=2<:>3a2+ba=0<:>a(3a+b)=0c>a=Ov3a+b=0<:>b=—3a

a>0

Como o ponto P também pertence a reta dada, f(a) =ma-2<2=ma-2< 4 =a e, portanto, b= 12
m m
Sabemos ainda que, uma vez que a reta é tangente ao grafico de f no ponto P, f'(a) =m.
Como f'(x)=6x+b,vemque 6a+b=m (1)
4 12 o .
Como —=ae b=——, substituindo em (1), vem:
m m
4 12 12
6x———=me—=mem =12 m=+12
m m m
4 . ;
Como —=ae a>0, concluimos que m >0, logo, m=A12 , OU seja, m=2\/§.
m
FIM
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