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3, n=   , logo ( )nv é uma progressão geométrica de razão 3 . 

(1) Uma vez que 
1 1u =  e cada termo da sucessão é definido a partir do anterior por operações que 

preservam o sinal, podemos concluir que 0,nu n   . 

 

1.2. Uma vez que 1
1

1

2 u
v

u

+
= , vem que 1 1

2 1
3

1
v v

+
=  = , logo, como 3r = , concluímos que 

13 3 3n n

n nv v−=   =  
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( )
2 2

lim lim 0
3 1 1

n n
u = = =

− +−
   Opção (C) 

 

 

 

Ou 

Como 
2 n

n

n

u
v

u

+
= , vem que 

2
1n

n

v
u

= + , logo, como ( )nv  é uma progressão geométrica de razão 

superior a 1, cujo primeiro termo é positivo, nv →+  e, portanto ( )nu  terá de tender para zero. 
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2.  

 

2.1. ( ) ( ) ( )20 5ˆ ˆ ˆ20 2 11 2 11 cos 20 cos cos
44 11

GA GB AGB AGB AGB =    =  =  =  

Consideremos o ponto K , ponto médio de  AB . 

Os triângulos  AGK  e  BGK  são retângulos e geometricamente 

iguais. 

Sendo ˆAGK = , vem que ˆ 2AGB = . 

( ) 2 2 2 2 2 25 5 5 5 5
cos 2 cos sen 1 sen sen 1 2sen 2sen 1

11 11 11 11 11
      =  − =  − − =  − = − = −   

2 26 3 3
2sen sen sen

11 11 11
   − = −  =  =   

Como AGK é um ângulo agudo, 
3

sen
11

 = . 

Assim, como sen
2 11

KB
 = , vem que 

3

11 2 11

KB
= 2 3KB =  e, portanto, 4 3AB = . Opção (B) 

 

2.2. Uma vez que o segmento de reta  AC  é um diâmetro de uma superfície esférica à qual pertence o 

ponto B , sabemos que o triângulo  ABC  é retângulo em B , logo a reta BC  é perpendicular à reta 

AB . Como a reta BC também é perpendicular à reta BE , sabemos que a reta BC  é perpendicular 

ao plano ABE . 

 

Podemos então definir o plano ABE , usando, como vetor normal ao plano, o vetor ( )2, 1, 1n = − − − , 

e o ponto G . 

: 2 0ABE x y z d− − − + = . 

Como G  pertence ao plano, vem que 7 0 7d d− + =  = . 

Assim, : 2 7 0ABE x y z− − − + =  

 

O ponto B  é o ponto de interseção da reta BC com o plano ABE . 
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( ) ( ) ( )

2 22 2 2 2

88 8

77 7

2 2 2 8 7 7 02 7 0 4 4 8 7 7 0

x kx k x k

y ky k y k

z kz k z k

k k kx y z k k k

= −= − = − 
 = −= − = −  

    
= −= − = −  

  − − − − − − + =− − − + = − + − + − + + = 

 

 

2 2 2

8 6

7 5

6 12 2

x k x

y k y

z k z

k k

= − = − 
 

= − = 
  

= − = 
 = = 

 ( )2,6,5B −  

 

 

3. 
( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 cos 2 sen 2 1 cos sen 2sen cos 2cos 2sen cos

i x
z e z x i x z x x i x x z x i x x= +  = + +  = + − +  = +   

( )2cos cos sen 2cos ixz x x i x z xe = +  =  

3
3 2cos 3 cos

2
z x x  

Como ,0
2

x
 

 − 
 

 , 
6

x


= − , logo 63
i

z e

 
− 
 =   Opção (A) 

4.  Uma vez que  OABC é um quadrado, 2OB OC=  , logo
2

2
OC OB=  . 

Como ˆ
4

BOC


= , 
42

2

i

C Bz z e

 
 
 =    

Seja 
i

Bz e  

( ) ( )
22

1 3 2 = − + =  

tg 3 = −  e 2ºQ  , logo 
2

3


 = , por exemplo. 

Assim, 

2

32
i

Bz e


 e, portanto, 

2 112

4 3 4 123
2 2

2 2 2
2 2

i i ii

C C Cz e e z e z e

         
+     

     =   =   =  

O ponto C   é o afixo de uma das raízes de ordem 6 de um complexo w , logo 

( )

6
11 11 11 126666 312 12 2 2 2 222 2 2 2 8 8

i i i i i

Cw z e e e e e i

              
 − −         

         
 

= = = = = = = − 
 
 

 

Note que, como ,0
2

x
 

 − 
 

, 2cos 0x  e, portanto, 

2cos ixz xe= é a forma trigonométrica do complexo z . 
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Como 8i−  é uma das soluções da equação 
3 28 8 0z iz z i+ + + = , sabemos que o polinómio 

3 2( ) 8 8P z z iz z i= + + +  é divisível por 8z i+ . 

Efetuando a divisão através da Regra de Ruffini:  

vem que ( )( )2( ) 8 1P z z i z= + +  

Então a equação dada é equivalente a ( )( )28 1 0z i z+ + = . 

( )( )2 28 1 0 8 0 1 0 8 1 8z i z z i z z i z z i z i+ + =  + =  + =  =−  =  −  =−  =   

As restantes soluções da equação são i−  e i . 

 

5. Os gráficos de uma função e da sua função inversa são simétricos em relação à bissetriz dos quadrantes 

ímpares, logo a única opção possível é a opção (B). 

Nota: na opção (A) também existe simetria dos gráficos, mas, uma vez que a função representada a verde 

não admite inversa por não ser injetiva, o gráfico a vermelho não é gráfico de uma função. 

 

 

6. Como a reta de equação 3 1y x= − +  é assíntota ao gráfico de f  quando x  tende para − , sabemos que 

( )
lim 3
x

f x

x→−
= − . 

Ora, se f é uma função par, ( ) ( ) , ff x f x x D− =   , logo 

( )
( ) ( ) ( )

lim lim lim 3 3
x yx

f x f x f y

x x y→+ → →− − −

− −
− −

−
= = = − =−  

A função g admite uma assíntota horizontal ao seu gráfico se lim ( )
x

g x b
→+

= , sendo b . 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

( ) ( )
lim

( ) 3
lim ( ) lim lim

ln ln ln ln
lim lim lim

x

x x x

x x x

f x f x
f x x xg x
x x x x x x x x

x x x x

→+

→+ →+ →+

→+ →+ →+

= = = = =
+ + +

+

 

( ) ( )
3 3 3

3
2ln ln 2 0 1

lim lim 1 2 lim 1
x x x

x x

x x→+ →+ →+

= = = =
 +

+  +

 

Assim, a função g  admite como assíntota ao seu gráfico a reta horizontal de equação 3y = . 

 

Note que, como  1,gD = + , a 

existir assíntota horizontal será 

quando x→+ . 

Note que, como  1,gD = + , ( )2ln 2ln( )x x= . 
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7.  

7.1. Seja  1,x − +  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( ) ln ln 1 ln ln 1 ln ln 2 2
2 2 2 2

x x
xe e

h x x x x x e x
x x

   
   =  − + =  − + = − +       + +   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

ln 1 ln 2 2 ln 1 ln 2 2 ln 1 ln 2 2x x x x x x x x      − + = − +  − + = − +  + = + 
     

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

1 2 1 1 2 1 0 1 1 2 0 1 1x x x x x x x x + = +  + − + =  + + − =  =−  =  

Como  1 1,−  − + ,  . . 1C S =  

7.2. ( ) ( )
2 2 2 ( 1)

( ) ln 1 ln 1 1
x

h x x x x x
+        = − + = − + = −

       ( )
2

1

1x



+

2 1
1

1 1

x

x x

−
= − =

+ +
 

condição universal no domínio

1
( ) 0 0 1 0 1 0 1

1

x
h x x x x

x

−
 =  =  − =  +   =

+
 

 

 

x  1−   1 +  

1x−  −  −  0  +  

1x+  0  +  +  +  

Zeros e sinal de h  n.d. −  0  +  

Variação e extremos de h  n.d.  (1)h   

 

( )
2

(1) 1 ln 1 1 1 ln 4h  = − + = −
 

 é o mínimo absoluto da função h , logo,  ( ) 1 ln(4) , 1,h x x −   − +  

( ) ( ) ( )
2 2

ln 1 1 2ln(2) ln 1 1 2ln(2) 2ln 1 1 2ln(2)x x x x x x   − +  −  − +  − −  +  − + + 
   

 

( ) ( )  
1 1 1

2ln 1 2ln(2) 1 ln 1 ln(2) ln , 1,
2 2 2

x x x
x x x x

− + − 
 + −  −  + −      − + 

 
 

 

7.3. Seja , ( )P x h x  um ponto pertencente ao gráfico da função h , cuja abcissa não é um dos zeros da 

função h . 

Comecemos por visualizar na calculadora o gráfico da função h  para perceber quais são, para cada 

ponto P , as dimensões do retângulo  OPQT . 
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Possíveis retângulos: 

 

 

  ( )
OPQT

Área x h x=   (uma vez que tanto a abcissa de P como a sua ordenada podem ser números 

positivos ou números negativos, a base do retângulo é x  e a sua altura é ( )h x ). 

 

Pretendemos resolver a equação ( ) 1x h x = , ou seja, ( )
2

ln 1 1x x x  − + =
 

. 

 

Para isso vamos determinar a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de interseção do gráfico da função definida 

por ( )
2

1( ) ln 1f x x x x =  − +
 

 com a reta de equação 1y =  (gráfico da função 2f ). 

 

 

 

Os valores de x  são, aproximadamente 0,66−  e 3,17 . 
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8.  Comecemos por determinar uma expressão que represente, em função de  , a área do trapézio  OCDE . 

  2
OCDE

CD OE
Área ED

+
=   

( )2cos ,2senB   , logo ( )2sen , 2cosC  − −  

Seja F  a projeção ortogonal do ponto C  no eixo Oy . 

2senCCF x = − =  

Como CF FD= , vem que 4senCD = . 

2senOE FD = =  

2cosCDE y = = −  

Assim, 
  ( ) ( ) ( )

4sen 2sen
2cos 3sen 2cos 3 2sen cos 3sen 2

2
OCDE

Área
 

     
+

=  − =  − = −  = −  

  ( ) ( )
3 3 1 7 11

3sen 2 sen 2 2 2 2 2 ,
2 2 2 6 6

OCDE
Área k k k

 
     = − =  = −  = +   = +     

7 11
,

12 12
k k k

 
    = +  = +   

Como 
3

,
4

 
  

 
, 

11

12


 =  

 

9.   

 

9.1. Recorrendo à calculadora: 

 

 

Podemos excluir a opção B uma vez que a diferença entre o terceiro quartil e a mediana 

( )28,5 2,5 26− =  é muito maior do que a diferença entre a mediana e o primeiro quartil

( )2,5 ( 5) 7,5− − =  e nesse diagrama estas duas diferenças parecem aproximadamente iguais. 

Podemos excluir a opção (C) uma vez que a diferença entre o valor máximo e o terceiro quartil 

( )67 28,5 38,5− =  é próxima da diferença entre a mediana e o valor mínimo ( )28,5 ( 12) 40,5− − = e 

nesse diagrama a primeira diferença parece muito maior. 

Note que: 
3 9 12

, ,
4 12 12

  


   
=   

   
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Por fim, podemos excluir a opção (D), uma vez que a diferença entre o valor máximo e o terceiro quartil

( )67 28,5 38,5− = é claramente maior do que a diferença entre o primeiro quartil e o valor mínimo 

( )5 ( 12) 7− − − = e nesse diagrama aparentam ser aproximadamente iguais. 

Podemos também representar o diagrama de extremos e quartis e confirmar que a opção correta é a 

opção (A). 

  

 

9.2. Recorrendo à calculadora obtemos, considerando os valores 

do declive e da ordenada na origem arredondados às 

centésimas, a seguinte equação da reta de regressão linear: 

0,73 45,52y x= +  

Para uma equipa que tenha marcado 33 golos e tenha sofrido 

53 golos o valor da variável x é 20− , logo, substituindo na 

equação da reta obtemos 30,92y   e, portanto, o número de pontos obtidos por essa equipa poderá 

ter sido 31. 

 

 

10.  Segundo os dados do enunciado, há 42 professores apenas envolvidos com o processo de exames, 12 

professores a preparar as turmas e os horários e 6 professores envolvidos noutras tarefas. 

O número de casos possíveis é igual a 
60

4C , pois é o número de maneiras de escolher simultaneamente e 

ao acaso 4 professores do conjunto dos 60 professores da escola. 

Quanto ao número de casos favoráveis, 
18

4C  é o número de maneiras de escolher simultaneamente 4 

professores dos 18 professores que não estão envolvidos no processo de exames. 

Destes 
18

4C  conjuntos, devemos retirar os conjuntos que têm mais do que três, ou seja, quatro professores, 

envolvidos na preparação de turmas e horários, sendo o número desses conjuntos igual a 
12

4C . 

Assim, o número de casos favoráveis é dado por 
18 12

4 4C C− . 

Segundo a regra de Laplace, uma vez que os acontecimentos elementares desta experiência aleatória são 

equiprováveis e em número finito, a probabilidade do acontecimento é dada pelo quociente entre o número 

de casos favoráveis a esse acontecimento e o número de casos possíveis da experiência, logo a probabilidade 

do acontecimento é igual a 

18 12

4 4

60

4

C C

C

−
. 
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11. Consideremos os acontecimentos: 

:«O aluno responde corretamente à alínea a»A  e :«O aluno responde corretamente à alínea b»B  

Sabemos que: 

• ( ) 0,8P A =   

• ( )| 0,6P B A =  

• ( )| 0,1P B A =  

A probabilidade pedida é ( )P B . 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )| |P B P B A B A P B A P B A P B A P A P B A P A=    =  +  =  +  =  

0,6 0,8 0,1 0,2 0,5=  +  =  

12. Como A  e B  são dois acontecimentos possíveis e independentes, ( ) ( ) ( )P A B P A P B =  . 

• ( )
( )

( )
( )

1 1 1
2 2

P B P B
P A B P A B = −   = −  ( ) 1P A B−  =

( )
( )

( )
2 2

P B P B
P A B−   =   

( ) ( )P A P B 
( )P B

=
( )

( )
0

1

2 2P B
P A


 =  

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 4 1 1 4

3 3 2 2 3
P A B P B P A P B P A B P B P B P B P B =  + −  =  + −  = 

( ) ( ) ( ) ( )
3

3 6 3 8
5

P B P B P B P B + −  =  =  

 

13.  Para resolver o problema vamos resolver a equação ( ) 6,3f x = , ou 

seja, 

6 6

2 2

5 6,3
4

x x

e e
− −

+
+ = . 

6

2

6 6 6 6
2

6 6 6 6 6 62 2 2 2
2 2 2 2 2 25 6,3 1,3 5,2 5,2

4 4 x

x x x x
x x x x x x

e

e e e e
e e e e e e

−

− − − −
− − − − − −



 + +
+ =  =  + =  +  =   

 
 

2
6 6

2 25,2 1 0
x x

e e
− − 

 −  + = 
 

 

Efetuando uma mudança de variável: 

6

2

x

y e
−

= , temos a equação 
2 5,2 1 0y x− + = . 
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2
2 5,2 5,2 4 1

5,2 1 0 5
2 5

y x y y y
 −

− + =  =  =  =  

Voltando a mudar a variável, obtemos:

( ) ( )
2

6 6 6 6

2 2 2 2
1 6 6 1 1

5,2 1 0 5 ln 5 ln 2ln 5 6 2ln 6
5 2 2 5 5

x x x x
x x

e e e e x x
− − − −  − −    

−  + =  =  =  =  =  = +  = +     
    

 

A distância entre os dois pontos do cabo ( uma vez que estão à mesma altura)  é igual a 

( )2ln 5 6+
1

2ln 6
5

 
− + 

 
( ) ( )

1
2 ln 5 ln 2ln25 ln 625

5

    
= − = =    

    
. 

 

FIM 

 




