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12.2 Ano de Escolaridade PROPOSTA DE CORRECAO
u =1
1. u;: u ev =2+u”
o "u,==—"-,YneN ="y
3+u,
2+4u,, 2 U |y, [Er20rn), o (324U)),
Vo U, (2+u,,)xu, 3+u, ) " 3+u, ! 3+u, "
11 n+ = n+ = = = = =
v, 2+u, (2+un)><un+l (2+u )x u, (2+un)><un (2+un)x}1n/ @
u, " 3+u, 3+u, 3+u,
3 (2+yg
+un \ s ~ o] ~
= (2— =3,VneN, logo (Vn ) € uma progressdo geométrica de razdo 3.
+ n
+u,

(1) Uma vez que u, =1 e cada termo da sucessao € definido a partir do anterior por operacdes que

preservam o sinal, podemos concluir que u, >0, Vne N.

t 3 2+u,

1.2. Umavez que Vv ,=

2+1 .
, vem que V 1=T <V ,=3, logo, como r =3, concluimos que
1

v,=3x3"" v, =3"

3”=2+u”<:>un><3”=2+un<:>un><3”—un=2<:>Un><(3n—1)=2<:>un: .
u, 3"-1
. . 2 2
lim(u,)=Iim =——=0 Opcao (C
(u,) 7 11 p¢do (C)
Ou

2+U, 2 , ~ . x
Como v, = , vem que V, =—+1, logo, como (V,) é uma progress&o geométrica de raz&o
u u

n n

superior a 1, cujo primeiro termo é positivo, v, — 4+ e, portanto (un) terd de tender para zero.
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21 GA-GB=20= 2J1_1X2J1_1xcos(AéB)= 20®cos(AéB)=% PN cos,(AéB)=1—51

E

Consideremos o ponto K, ponto médio de [AB].
Os triangulos [AGK | e [BGK] s&o retangulos e geometricamente
iguais.

Sendo AGK =« , vem que AGB =2q¢.

cos(2a) _S < cos’a—sen‘a _S <l-sena—sena _S <1-2sena _S < -2sen’a :£—1<:>
11 11 11 11 11
<:>—25en2a=—£®Sen2a=i©sena=i ’i
11 11 11

Como AGK é um angulo agudo, sena =, ’13—1 .

Assim, como sena = ZK—«/?_l , vem que £ g _KEY & KB =243 e, portanto, AB=4+/3. Opcéo (B)
1

NN

¥ oo Uma vez que o segmento de reta [AC] € um diametro de uma superficie esférica a qual pertence o

ponto B, sabemos que o triangulo [ABC] é retangulo em B, logo a reta BC é perpendicular a reta

AB. Como areta BC também é perpendicular a reta BE , sabemos que a reta BC é perpendicular

ao plano ABE.

Podemos entéo definir o plano ABE, usando, como vetor normal ao plano, o vetor N = (—2,—1, —1) ,

e oponto G.
ABE:—2x—-y—z+d=0.
Como G pertence ao plano, vem que —7+d=0<d=7.

Assim, ABE:-2x—-y—-z+7=0

O ponto B é o ponto de interse¢do da reta BC com o plano ABE.
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x=2-2k x=2-2K X =2-2k
y=8-k y=8-k y=8-k
2= 2= &
z=7-k z=7-k z=7—-k

—2x-y-z+7=0 |-2(2-2k)-(8-k)—(7-k)+7=0 |[-4+4k-8+k-7+k+7=0

Xx=2-2k X
y=8-k y=
= =
z=7-Kk z
k

6k =12

¥ 3. z=1+™ <= z=1+cos(2x)+isen(2x) <> 2 =1+00s% X —Sen’ X+i2S6N XCOS X <> Z = 2€05° X +25eN XCOS X <>

@z=2cosx(cosx+isenx)c>z:2cosxeix P
Note que, como X _E'O , 2cosXx >0e, portanto,

\/5 z =2cosxe™ é a forma trigonométrica do complexo Z .

|Z|:\/§<:>2005X:\/§c>cosx:7

Como X e }%,O[ , X= —%, logo z= 3e|{7gj Opgéo (A)

2 a8

4. Uma vez que [OABC]é um quadrado, OB = /2 xOC , logo OC = >

) 5 e.i.

Como BOC =2, Zc=ZB><£e(“) .
4 2
Seja z, = pe" .

tgd=—/3 e 82°Q, logo 922?7[’ por exemplo.

2 o \/E |(%

i—= ir
Assim, Z, =2¢e 3 e, portanto, Z. =2¢e ® x—¢
2

Vo (5 ) = el

]<:>zc =2><7e

O ponto C € o afixo de uma das raizes de ordem 6 de um complexo w, logo

127 =« oz

w=(z )6 _ [\/Eel[lllzﬂj ]6 i ﬁeei(ex%”j _ dei[llT”j _ 236{7_5) _ 86{ 2) _ i
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Como -8i é uma das solugdes da equacdo z°+8iz> +z+8i =0, sabemos que o polinémio

P(z) = 2% +8iz° + 2 +8i é divisivel por z+8i.

Efetuando a divisdo através da Regra de Ruffini: . | ! Bal. ; *;
vem que P(z) :(z +8i)(22 +1) | 1 0 1 0 =Resto

Entdo a equago dada é equivalente a (z +8i)(z2 +1) =0.

(2+8i)(2° +1) =0 2+8i=0v 2’ +1=0 2=-8ivz=t/-1 > z=-8i vz =4i

As restantes solucdes da equacgdo sdo —i e i.

K 5. Os graficos de uma funcéo e da sua fungéo inversa sdo simétricos em relacdo a bissetriz dos quadrantes
impares, logo a Unica opcédo possivel é a opcao (B).
Nota: na opcao (A) também existe simetria dos graficos, mas, uma vez que a funcéo representada a verde
ndo admite inversa por ndo ser injetiva, o grafico a vermelho néo € grafico de uma funcao.
sk 6. Como areta de equacdo y=-3X+1 é assintota ao gréafico de f quando x tende para —o , sabemos que
. f(x
lim 10 =-3.
X—>—0 X
Ora, se f é uma funcdo par, f(-x)= f(x),VxeD;, logo
. f(=x . (=X N
lim T i Ty T ()3
X—>+00 X —X—>—o =X y—>—0 y
A funcdo g admite uma assintota horizontal ao seu gréfico se lim g(x)=b, sendo beR.
X—>+00
Note que, como D, = JL,+oo , a
existir assintota horizontal sera
f(X) _ f(X) quando X — +oo .
. 0 .y im = 3
lim g(x)= lim 3 = lim ; = ’ = . =
Xopico oeln(x)+x owin(xE)+x o In(x*)+xIn(x*) oy
— lim————— lim——+lim =
X X—>+0 X X—>+w0 X X—>+0 X
— 3 — 3 — 3 =3 Note que, como D, =1, +oo[, In(xz) =2In(x) .
. 2In(x) . . In(x 2x0+1
lim Jﬁt liml 2xlim QH
X—>+00 X X—>+00 X—>+00 X
Assim, a fungdo g admite como assintota ao seu gréafico a reta horizontal de equagéo y=3.
PROVA MODELO

410

ANABELA MATOSO - 2024



¥4 B MATEMATICA A —122 ANO

A
1 i 3 - PROVA MODELO
; 7 PROVA MODELO DE EXAME NACIONAL

7.1. Seja x € ]-1,+o0]

X

e
h(x) = In(szr

X

2]<:>x—ln[(x+1)2]=ln[2Xe+2]c>x—In[(x+1)2}=In(ex)—ln(2x+2)<:>

<:>x—In[(x+1)2}=x—In(2x+2)c>—In[(x+1)2]:—ln(2x+2)c> In[(x+1)2}=ln(2x+2)©

& (x+1) =2(x+1) & (x+1)° —2(x+1) =0 = (x+1)(x+1-2) =0 = x=-1v x =1

Como —1¢ |-1,+x[, C.S.={1}

k7.2 h’(x):[x—ln[(xﬂ)zﬂl=x’—[ln[(x+1)zﬂl:1—2MX1=1 ¢ W1

(X+1)Z Cx+1 x+1
, x-1
h'(x) =0 —=0<x-1=0A X+1+0 < x=1
X+1 condigao universal no dominio
X -1 1 400

x-1 - - 0 +

X+1 0 + + +

Zeros e sinal de h' n.d. 4 0 +
Variagéo e extremos de h nd. O\ h(2) V4

h@)=1- In[(1+1)2] =1-In4 é o minimo absoluto da fung&o h, logo, h(x)>1-In(4), Vx € |-1,+oo[
x=In[ (x+1)* |>1-2In(2) & ~In| (x+1)" | 21-2In(2) - x & 2In(x+1) < -1+ 2In(2) + X &

< 2In(x+1)-2In(2) < x-1l<In(x+1 —In(2)sx—_1<:>ln x+l sx—_l,VXe —1,+00
2 2 2

* 73 Seja P x,h(X) um ponto pertencente ao gréfico da funcéo h, cuja abcissa n&o é um dos zeros da

fungéo h.

Comecemos por visualizar na calculadora o gréafico da fungdo h para perceber quais séo, para cada

ponto P, as dimensdes do retangulo[OPQT | .
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|
IL -
\
\ ////
1 //// .
1 2 10
n()=x-in(x+1)2)
Possiveis retangulos:
1.0 1.2 0 A0 (I
66666
‘I /"/
\ 7l p_—
\
P _ir
2 N
@ P 10
11[':.'_):::—1:1(.{‘-."1)“._

Area[OPQT] = |x| ><|h(x)| (uma vez que tanto a abcissa de P como a sua ordenada podem ser nimeros

positivos ou nimeros negativos, a base do retangulo € || e a sua altura é |h(x)|).

Pretendemos resolver a equago |x|x|h(x)| =1, ou seja, |X|x =1.

x—In[(x +1)2]

Para isso vamos determinar a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de intersecao do gréafico da fungao definida

por f,(x) =|x|x

x—1In [(x+1)2]‘ com a reta de equacgéo Yy =1 (gréfico da funcéo f,).

6.67 Y
£1(x)=|x/- x—ln((x+ 1)2)|
(-0 ﬂ)/( 3.17208,1) £2()-1
I X
-1 .2 -

Os valores de x sdo, aproximadamente —0,66 e 3,17.
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8. Comecemos por determinar uma expressao que represente, em funcdo de « , a area do trapézio [OCDE] )

Arearcpe =———— xED

B(2cosa,2sena), logo C(—2sena,—2cosa)

Seja F a projegdo ortogonal do ponto C no eixo Oy .
CF =—x. =2sena

Como CF =FD, vem que CD=4senc .

OE =FD =2sen«a

DE =y, =-2c0sa

_4sena+2sena

Assim, Areay, e =——————x(-2cosa) =3sena x (~2c0s ) = ~3x 2sena cosa = ~3sen (2 )

2

Area[OCDE] =g<:>—3sen(2a)=gQsen(Za)z—%<:>2a=%z+k><27zv2a:%+kx2ﬂ,kGZ<:>

c>a=7—”+k7z'va=£+kﬂ',kez
12 2

3n . Bz L |97 127
Como ae}—,n{, 0:=ﬁ NOteque'}M”[_LZ’ 12
4 12
9.
9.1. Recorrendo a calculadora:
8 -4 MinX -12.
9 =12 QX b}
10 -5 MedianX... 2.5
11 -5 QsX 28.5
12 =10 MaxX 67.
Podemos excluir a opcdo B uma vez que a diferengca entre o terceiro quarti e a mediana
(28,5—2,5=26) € muito maior do que a diferenca entre a mediana e o primeiro quartil
(2,5—(—5) = 7,5) e nesse diagrama estas duas diferencas parecem aproximadamente iguais.
Podemos excluir a opcdo (C) uma vez que a diferenca entre o valor madximo e o terceiro quartil
(67-28,5=38,5) ¢ proxima da diferenca entre a mediana e o valor minimo (28,5—(~12) =40,5)e
nesse diagrama a primeira diferenca parece muito maior.
PROVA MODELO
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Por fim, podemos excluir a opcao (D), uma vez que a diferenga entre o valor maximo e o terceiro quartil

(67—28,5:38,5)é claramente maior do que a diferenga entre o primeiro quartil e o valor minimo

(—5— (-12) = 7) e nesse diagrama aparentam ser aproximadamente iguais.

Podemos também representar o diagrama de extremos e quartis e confirmar que a opcao correta é a
opcéo (A).

Diferenga entre o ntmero de golos marcados e o numero de golos sofridos

=

20 -12 -5 25 20 285 40 60 7 80

9.2. Recorrendo a calculadora obtemos, considerando os valores s dif E pontos  C D
do declive e da ordenada na origem arredondados as =LinReglv
centésimas, a seguinte equacéo da reta de regresséo linear: 1 67 90 Title
= 49 80 RegEgn m*x+b
y =0,73x+45,52 L U L
3 36 72 m 0.72900...
Para uma equipa que tenha marcado 33 golos e tenha sofrido | , 21 68 b 45.5208...
53 golos o valor da variavel xé —20, logo, substituindo na | s 14 63 r? 0.92769...

equacdo da reta obtemos Yy =~ 30,92 e, portanto, 0 nimero de pontos obtidos por essa equipa podera

ter sido 31.

sk 10. Segundo os dados do enunciado, ha 42 professores apenas envolvidos com o processo de exames, 12

professores a preparar as turmas e os horarios e 6 professores envolvidos noutras tarefas.

O nimero de casos possiveis é igual a 60(34, pois é o numero de maneiras de escolher simultaneamente e
ao acaso 4 professores do conjunto dos 60 professores da escola.

Quanto ao nimero de casos favoraveis, 18C4 € 0 numero de maneiras de escolher simultaneamente 4
professores dos 18 professores que nédo estdo envolvidos no processo de exames.

18 . . . A~ . A~ .
Destes C4 conjuntos, devemos retirar os conjuntos que tém mais do que trés, ou seja, quatro professores,
. ~ ;. , . . 12
envolvidos na prepara¢éo de turmas e horarios, sendo o nimero desses conjuntos igual a C4 .

. , 2 . 2 18 12
Assim, o niimero de casos favoraveis é dado por “C, —C,.

Segundo a regra de Laplace, uma vez que 0s acontecimentos elementares desta experiéncia aleatdria sao
equiprovaveis e em numero finito, a probabilidade do acontecimento € dada pelo quociente entre 0 nimero
de casos favoraveis a esse acontecimento e o nimero de casos possiveis da experiéncia, logo a probabilidade
18 12
C4 — C4
60
C,
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11.Consideremos os acontecimentos:

A «O aluno responde corretamente a alinea a» e B: «O aluno responde corretamente a alinea b»

Sabemos que:
« P(A)=08
« P(BJA)=0,6
« P(B]A)=01
A probabilidade pedida é P(B).
P(B)=P((BnA)U(BNA))=P(BNA)+P(BNA)=P(B|A)xP(A)+P(B|A)xP(A)=
=0,6x0,8+0,1x0,2=0,5
12.Como A e B s&o dois acontecimentos possiveis e independentes, P(AnB)=P(A)xP(B).

. P(Rug)zl—%B)@ P(W)zl—@@i—P(Am B)ZI—%B)Q P(AN B):@c;

P(B) 1
=N P(A)x%:TP@OP(A)zi

e P(AUB :EP B)< P(A)+P(B)-P(AnB :ﬂP B <:>1+P B —le B :ﬂP B)<
3 3 2 2 3
<:>3+6P(B)—3><P(B)=8P(B)<:>P(B)zg
Poste dia Poste da
esquerda direita
% 13. Para resolver o problema vamos resolver a equacdo f(X)=6,3, ou
2 2
seja, € +€ +5=6,3.
4
79
Solc
= : 12m .
N = 6 6 6\2 6 6 6
2 2 2 2 x50 o=x x-6 ox Xk x6
S 5=63e T —=13ce? ve? =5,2cx>6{e 2 J +e? xe? =52xe? <
x6\? X6
<:>(e 2 ] -52xe?2 +1=0
x-6
Efetuando uma mudanca de variavel: y=e 2 , temos a equacdo y>—5,2x+1=0.
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v

2_
y2—5,2)(+1:0<:> y:5’2i— “45’24@ y:5vy:1

Voltando a mudar a variavel, obtemos:

x6)? x6 x6 6 _ _
[ezl -52xe? +1=0<e2 =5ve? =%<:>X76=In(5)vX76=In(%j<:>x=2|n(5)+6vx=2|n(%)+6

A distancia entre os dois pontos do cabo ( uma vez que estdo a mesma altura) € igual a

2|n(5);¥6—(2|n(%);¥6j = 2[In(5)—ln(%D =2In25=In(625).

FIM
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