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1.  

1.1. Este exercício pode ser resolvido por vários processos. Apresentam-se dois exemplos. 

1º PROCESSO (considerando que as bolas da mesma cor não se 

distinguem) 

10 6 4 1
4 2 3 1nº de casos possíveis C C C C= × × ×  

7 6 4 1
1 2 3 1nº de casos favoráveis C C C C= × × ×  

7 6 4 1
1 2 3 1Probabilidade pedida

C C C C× × ×
=

10 6 4 1
4 2 3 1C C C C× × ×

1
30

=  

2º PROCESSO (considerando que as bolas são todas 

diferentes) 

nº de casos possíveis 10!=  

nº de casos favoráveis 7! 4!= ×  

7! 4! 1Probabilidade pedida
10! 30
×

= =  

 

1.2. Seja n  o número total de bolas azuis na caixa. 

( ) 13«saírem bolas de cores diferentes»
21

P = , logo ( ) 13 8«saírem bolas de cores iguais» 1
21 21

P = − =  

Consideremos então o acontecimento : «saírem bolas de cores iguais»A  

Número de casos possíveis: ( ) ( )

nº de possibilidades nº de possibilidades
na extração da 1ª bola na extração da 2ª bola

6 5n n+ × +
 

 

Número de casos favoráveis:



( )
 

nº de possibilidades nº de possibilidadesnº de possibilidades nº de possibilidades nº de possibilidades
da 2ª bola ser azul da 1da 1ª bola ser azul da 1ª bola ser branca da 2ª bola ser branca

1 2 1 3n n× − + × +


 

nº de possibilidades
ª bola ser preta da 2ª bola ser preta

2×  

Assim, ( ) ( )
( ) ( )

2

2

1 88 8 8 8
21 6 5 21 11 30 21

n n n nP A
n n n n

− + − +
= ⇔ = ⇔ = ⇔

+ × + + +
 

2 2 2 821 21 168 8 88 240 13 109 72 0 ... 9
13

n n n n n n n n⇔ − + = + + ⇔ − − = ⇔ ⇔ = − ∨ =  

Como n  é um número natural, 9n = e, portanto, foram acrescentadas 5 bolas azuis. 

2.  

2.1. [ ] 2
B

AOB
OA xÁrea ×

= .Como o ponto A  é o ponto de intersecção do gráfico de f  com o eixo das ordenadas, 

( )0, (0)A f , ou seja ( )0,2A  e, portanto, 2OA = . 

Para determinar a abcissa do ponto B  vamos resolver a equação ( ) ( )f x g x= . 

( ) ( )
0

2 2 2

1

( ) ( ) 1 6 6 6 0 6 0
x x

x x x x x x x x

e y e
e

f x g x e e e e e e e e y y− −

× =
=

= ⇔ + = ⇔ + = × ⇔ + − = ⇔ + − = ⇔

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2

equação
impossível

1 1 246 0 3 2 3 2 2 ln(2)
2 x

x x x

y e
y y y y y e e e x

=

− ± +
⇔ + − = ⇔ = ⇔ = − ∨ = ⇔ = − ∧ = ⇔ = ⇔ =



 

Assim, ln(2)Bx =  e, portanto [ ]
2 ln(2) ln(2)

2AOBÁrea ×
= = u.a. 

2.2. Seja a  um número real positivo. 

2.2.1.  

 
( )

( )

0
0

2 2 2 2 2 220 0 0 0 0

Limite notável

2 1 2 1 1 1 1 1lim lim lim lim lim 1
0

ax ax ax

x x x ax x

f ax e e ea a
x a x x a x ax x a a ax x a

 
 
 

→ → → → →

− + − − −
= = = × × = × × = −

− − − −−


 

2.2.2. O declive da reta tangente ao gráfico da função g  no ponto C  é igual a ( )ln( )g a′ . 

( ) 6 xg x e−′ = − , logo ( )
1ln

ln( ) 1 6ln( ) 6 6 6a ag a e e
a a

 
 −  ′ = − = − = − × = −  

3.  ( ) 4 3ln( 2)f x x x= − − . 

3.1.  A função f  é contínua, por se tratar da diferença de duas funções contínuas ( uma função afim e o produto de uma função 

constante pela composta de uma função logarítmica com uma função afim). 

Assim, só poderá ser assíntota vertical a reta de equação 2x = . 

Vejamos: ( ) [ ] ( ) ( ) ( )
2 2

lim lim 4 3ln( 2) 8 3ln 0 8 3 8
x x

f x x x
+ +

+

→ →
= − − = − = − × −∞ = + +∞ = +∞  

Concluímos que a reta de equação 2x =  é a única assíntota vertical do gráfico de f . 

Relativamente à assíntota não vertical: 

( ) 4 3ln( 2) 4lim lim lim
x x x

f x x x x
x x→+∞ →+∞ →+∞

− −
= =

x

ln( 2)
3ln( 2) 2lim 4 3 lim

2
x x

x
x x

xx
x

∞ 
 ∞ 

→+∞ →+∞

−
− −− = − × =

−

 

2

ln( 2)lim
0 024 3 4 3 4 3 4

1lim lim
2

x

x x

x
x
x x

x x

− →+∞

→+∞ →+∞

−
−= − × = − × = − × =

−

, logo, se existir assíntota não vertical será uma reta com 

declive 4 . 

( )lim ( ) 4 lim 4
x x

f x x x
→+∞ →+∞

− = 3ln( 2) 4x x− − −( ) ( ) ( )lim 3ln( 2) 3 ln
x

x
→+∞

= − − = − × +∞ = −∞  

Uma vez que este limite não é um número real, não existe assíntota não vertical ao gráfico da função f . 
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3.2.  ( ) 1
3

1 1 1 1 1lim lim 311 1 1 lnln 1 ln lim 1 33 3 3ln lim 1

n n n nu
e

n n
n

= = = = = =
            + +                      +     

  
   

( )
( )lim 3

lim lim ( ) lim ( ) 12 3ln(1) 12 0 12
n

n x u x
f u f x f x

→ →
= = = − = − =  

 
3.3. ( ) ( )( ) ( ) 4 ( ) 4 3ln 2 4 ( ) 3ln 2h x f x x h x x x x h x x= − ⇔ = − − − ⇔ = − −  

( ) ( ) 3 33ln 2 ln 2 2 2
3

y yyy x x e x e x
− −

= − − ⇔ − = − ⇔ = − ⇔ + = , logo 1 3( ) 2
x

h x e
−− = + . 

4.  

4.1. ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0
2 20

0 0 0 0 0

cos 1 cos 1cos 1 cos 1lim ( ) lim lim lim lim
cos 1 cos 1 cos 1x x x x x

x xx x sen xg x
x x x x x x x− − − − −

 
 
 

→ → → → →

− × +− − −
= = = = =

× + × + × +
 

0 0

Limite notável

0lim lim 1 0
cos 1 1 1x x

senx senx
x x− −→ →

−
= × = × =

+ +


 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )0
3 30

10 0 0 0 0

limite notável

1lnln
lim ( ) lim ln lim ln lim lim 0 lim 01 1x x x x x

x

x xg x x x x x x x

x x
+ + + + +

 
 
 

→ → → → → →+∞

       −   = − + = − + = + = = 
       



 

(0) 0g =  

Como 
0 0

lim ( ) lim ( ) (0)
x x

g x g x g
+ −→ →

= = , a função g  é contínua em 0x = . 

Averigue se a função g  é contínua em 0x = . 

4.2. Seja ] [0,x∈ +∞ .Para estudar as concavidades do gráfico da função vamos recorrer ao estudo da segunda derivada. 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )3 3 2( ) ln ln ( ) ln( ) ( ) ln( ) 3g x x x x x x x x x x x x′ ′′ ′′ ′= − + = − + = − × + − × + =  

2 21ln( ) 3 ln( ) 1 3x x x x x
x

= − − × + = − − + , logo, ( )2 1( ) ln( ) 1 3 6g x x x x
x

′′′ = − − + = − +  



2
2 2

      condição
universal em 

1 1 6 1 6( ) 0 6 0 0 1 6 0 0
6 6

xg x x x x x x
x x

+

− +′′ = ⇔ − + = ⇔ = ⇔ − + = ∧ ≠ ⇔ = ⇔ = ±


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Como ] [0,x∈ +∞ , o único zero de g′′ é 
6

6
. 

x  0   6
6

 +∞  

21 6x− +   −  0  +  

x   +  +  +  

Zeros e sinal de g′′   −  0  +  

Concavidades e pontos de inflexão do gráfico de g   ∩  P.I. ∪  

 

O gráfico da função g  tem a concavidade voltada para baixo em 
60,

6
 
 
 

 e voltada para cima em 
6 ,

6
 

+∞ 
 

e admite 

um único ponto de inflexão de abcissa 
6

6
. 

5. Comecemos por determinar o domínio da função: ( ){ }2 1: 1 0x xD x e e −= ∈ + × >  

( )2 11 0x xe e −+ × >  é uma condição universal em  , pois 21 0,xe x+ > ∀ ∈  e 1 0,xe x− > ∀ ∈ , e, portanto, 

D =   

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2ln 1 ln 1 ln ln 1 1 ln 1 1x x x x x xe e x e e x e x x e− −+ × = ⇔ + + = ⇔ + + − = ⇔ + = ⇔  

( ) ( ) ( )2 2 1 11 1 2 ln 1 ln 1 ln 1 ln
2 1

x xe e e e x e x e x e x
e

 ⇔ + = ⇔ = − ⇒ = − ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = −  − 
 

1. . ln
1

C S
e

  = −  −  
 

6. Como o gráfico da função f interseta o eixo Ox  no ponto de abcissa 1, sabemos que (1) 0f =  

 
1

1 1 1

1

( ) (1) ( ) (1)lim( ) 0 ( ) (1) 1 1lim 3 lim 3 lim 3 3
1 1 1 1lim

1 1

x

x x x

x

f x f f x f
f x f x f x x

x x x x
x x

→

→ → →

→

− −
− − − −= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔

− − − −
− −
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( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
( )

1
11

1 1 1
3 31 11 1 lim limlim 1 11 1

x
xx

f f f
x xx x

x xx x
→

→→

′ ′ ′
⇔ = ⇔ = ⇔

− − −− × +
− × +− × + ( )1x − ( )

( )

1

1
3 31lim

11
x

f

xx
→

′
= ⇔ = ⇔

−
+× +

( ) ( ) ( )1 1 33 3 11 1 2
21 1

f f
f

′ ′
′⇔ = ⇔ = ⇔ = −

− −
+

.   

  

7. Seja r  a reta perpendicular ao plano α à qual pertence o centro, ( )4, 2, 3C − − , da esfera.  

( ) ( ): , , (4, 2, 3) 1,1,2 ,r x y z k k= − − + − ∈ . Para determinar as coordenadas do centro do círculo c  vamos 

determinar as coordenadas do ponto de interseção da reta r  com o plano α . 

4 4 4 3 1
2 2 2 3 1
3 2 3 2 3 6 3

2 6 0 (4 ) ( 2 ) 2( 3 2 ) 6 0 3

x k x k x x
y k y k y y
z k z k z z

x y z k k k k

= − = − = − =   
   = − + = − + = − + =   ⇔ ⇔ ⇔   = − + = − + = − + =   
   − + + − = − − + − + + − + − = = − − − −   

 

Assim, o centro do círculo é o ponto ( )1,1,3D . 

( ) ( ) ( )2 2 21 4 1 2 3 3 54DC = − + + + + =  

Considerando o triângulo retângulo destacado na figura e aplicando a esse triângulo o 

teorema de Pitágoras, vem que: 

2 22 2 2150 54 150 54 96 96x x x x= − ⇔ = − ⇔ = ⇔ = ±  

Como x  representa o raio do círculo c , 96x = . 

A área do círculo c  é igual a 
2

96π × , ou seja, 96 . .u aπ  

 


