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Ensino Secundario | 2022

PROPOSTA DE CORRECAO
1.

357  Area, xaltura 357
< =

11. V. =
* cone 3 3

@nxﬁzxmassﬂ@wm:s%@ﬁ:?

_ 2
1 AB’ :(\/(1—1)2+(2—0)2+(0—1)2) -5
O vetor AV é um vetor normal ao plano « , logo AV é colinear com n, :(2,3, 6).
Assim, existe um k e R tal que: AV = ki, ou seja, AV :(2k,3k,6k).

Como sabemos que AV =7, vem que

[AV]| =7 & (2K +(3K)" +(6k)* =7 > Ja9K2 =7 > TK| =7 e k=41
Se k=1,V =A+AV <V =(1,2,0)+(2,3,6)=(3,56)
Se k=-1,V = A+ AV <V =(1,2,0)+(-2,-3,-6) =(~1,-1,-6)

Como o vértice V pertence ao primeiro octante, V (3, 5 6).

% 1.2. AB e 1i, sdo dois vetores ndo colineares paralelos ao plano . =
X1 g
. \ Ne,
S, logo para determinar um vetor normal ao plano £ temos :
N .
que determinar um vetor que seja ortogonal B

simultaneamente a esses dois vetores.

Seja U =(a,b,c) um vetor normala £.

& & & &
i-fi, =0 (a,b,c)-(2,36)=0 2a+3b+6Cc=0 2a+3b+12b=0
c=2b 15
& 15b. Assim, G:(_Eb'b'ij' sendo b#0.
2

Para b=2, vem U:(—15, 2,4) e, portanto, uma equagao cartesiana do plano £ é do tipo
-15x+2y+4z+d =0.

Como, por exemplo, o ponto B pertence a f, vem que —15x+4+d =0«<d =11, logo
uma equagdo cartesiana do plano £ é —-15x+2y+4z+11=0, ou, equivalentemente,

15x—-2y—-4z-11=0. Resposta: (D)
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2. Sendo E(-1,0), a amplitude do angulo COE ¢é 2«, logo a amplitude do dngulo AOC é 7 -2«

% 5.

Assim, C(cos(7—2a),sen(z—2a)), ou seja, C(—cos(2a),sen(2a)) e, portanto,
CD =cos(2c) e DB =sen(2a).

cos(2ar)x(1-sen(2a))
2
cos(2a) ~ sen(4a)
2 4 c.q.d.

cos(2ar)—cos(2a)x sen(2a)
2

Areag ., = < Areay,; =

= Area[BCD] =

. Consideremos os acontecimentos:

A:"O numero escolhido é menor do que 5 milhdes" e B :"O numero escolhido € impar"

Pretendemos calcular P(A|B).

#B= 5x°C,xC, + 5x°C,x’C, =200 e #(AnB)= °C,x°C, =30

(R —
"n° de ndmeros impares  "n® de n(imeros impares "n° de ndmeros impares
terminados em 3" terminados em 5" menores do que 5 milhdes"

Logo, P(Al B):Z_OOC:} P(Al B):2—0

. Aplicando uma das propriedades do Triangulo de Pascal:

n+1 n+1 n+1 _ n+l n+1
C,+2x7C ,+7C ,="C +7C

n+2 n+2
C p+1 Cpiz

n+l n+l .
p+1 pnt Cpoat Co, Resposta: (D)

n+3cp+2
Consideremos os acontecimentos:
R :"O aluno escolhido comprou um bilhete"

M :"O numero escolhido € uma rapariga”

Sabemos que: P(R)=0,6; P(M |R):1 e P(ﬁlﬁ): :
@ 3

Nl

(2) (©)

Queremos determinar: P(M mﬁ).

(2P(M |R)Z%®%Z%®P(M mR)Z%F’(R)%P(M AR)=0,2

P(RNM) _ _ _

@ P(RIM)-; = — ;= P(RAM)=2P(M) = P(ROM) =1 P(M) =

<:>1—P(RUM)z%(l—P(M))<:>1—(P(R)+P(M)—P(RmM)):%—%P(M)Q
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11 v
(1§9:(>2)1—(0,6+ P(M)—o,z)_Z—ZP(M)@...@ P(M) =

Assim, P(M mﬁ): P(M)—(M mR):%—%:%

. (u ) é uma progressao geométrica, logo Uy =U, xr’t<27=3xr"<r —9<:>r—+\/_

Como (u,) é monétona, r >0, logo r = 49, ou seja, r=+/3.

nid

n-1
Assim, uma expressao do termo geral de (un) é: u :3><(\/§) ,ouseja, U, =32 .

n

n+l log, (3)
2 log,(9)

n+l
v, =log,(u,) < v, :Iogg[32jc>vn =——xlog,(3) =V, =

n+l 1 11 , Y
Vn X—< Vn =—N+-—, Iogo (Vn) € uUma progressao aritmetica.
2 2 4 4
1,11
5, =B UtV (852 4 4, 8 3+1k xk =85 < k?+3k—340 =0 <
2 2 2 2 2 4
-3+
< k= 3_37<:>k=—20vk:17

Como keN, k=17.
. limf(a,)=lim f(x)_llm f(X) =+

x—lim(a, )

= =-1" Resposta: (D)

. Se W, € uma das raizes de ordem 5 de um certo nimero complexo Z, entdo as outras raizes sao:

T 27

3z
2e (5 > ) =2e ( j , cujo afixo pertence ao segundo quadrante.

3r 27
St A

2ei(5 5j:2ei(”)
i r
2% _ e%)

2ei(%ﬂ+2”J 2e [g”j

, cujo afixo pertence ao terceiro quadrante

, cujo afixo pertence ao quarto quadrante.
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; (%)
Entdo w, =2e
Vejamos:
W,| =2, w, ¢ {zeC:|z]<1]
|W2 +2| é a medida do comprimento do lado do pentagono, pois é a distancia entre os afixos de

duas raizes consecutivas de z, logo é superior a 2. Assim W, ¢ {Z eC: |Z +2| = 2}.
3z 3
Arg(wz):—27r+?:—?, logo W, 242eC:—7< Arg(z)<—7

W, +2| >|w, +2i

, pois o afixo de W, estd mais préximo do afixo de —2i do que do afixo de -2,
logo

w, e{zeC:|z+2|2|z+2il} Resposta: (C)

9. 2, =(i+3)xi &z, =(VB=i)xi*xi* & 7, =(V3=i)x1x(-i) & 2, =—Bi+i* = 2, =—1-3i
Seja z, = pe”.

p= (1) +(~B) = VA -2
NE]

tgé?:_—l/\963°Q, logo 49:4?”, por exemplo

[(4r
Assim, z, = Ze(?]

w= —26(43”) Sw= —Zei(gﬁ] Sw= & Sw= 2ei(%ﬂ+%] S W= 2el[77ﬂ]
NI R e 5 I
|W+]]2  \ 2cos(77”j+2isen(77ﬂj+l‘2 = 2><%—2i xgﬂ.‘z =‘\/§—i 2 ”f = ‘(\/5+1)—i\/§‘2 =

[\/(ﬁ.”_)z +(_4§)2 T :(ﬁ+1)2+(_ﬁ)2 =2+22+1+2=5+2\2 40

10.

%k 10.1.
_ _ x1_ (%] T_1+1-2x+1 . e'-1 . : _ZM
ELTQ(X)ZLLT;T%=X|_Te(x_1)(_2X+4) - x—1 X!(LT—ZX+4+!<I—TM(_2X+4)=
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x4 _
:(Iime 1} L ofim—=2 gt 1

x-1-00 X —1 —2+4 U -2X+4 2 2
[9] sen(2ry)
lim g (x) = lim *£1(27X) sen(2zx) \o lim sen(2z(y+1)) _im sen(2zy+2r) Cim Y
x—1* x—1* ,\/_ MV y—0* 1— \/y+l y—0* 1_\/y+1 y>0" 1 — y+1
y
. sen(2zy)
B 27 zfllyTO* 2y B 2rx1 3 27[ B 27 B

Iim(l‘\/y+1)(1+\/>’+1) “ml—(\/yTl)) JLTy(lJr\/_) yw)/(lj/yﬂ)

y-0" y(l+ y+1) y%O*y(1+ y+1

27 2_7z M.V.:

-1
1++0+1 E

Como limg(x) # limg(x), ndo existe nenhum valor de k para o qual a fungdo g seja continua
x—1" x—1"

y=x-lox=y+1; x—>1,y—>0"

em x=1.

sk 10.2. Observando o gréfico da fungdo g na calculadora:

Pretendemos determinar a abcissa @ do ponto A para a qual a area

. . 1 \-\ ®
do trapézio [ ACDB] é igual a T T =

AC+B X_C 1
2 4

—9(@)+(-9(=2))
2

0 1
Area[ACDB] = 2 A
Pretendemos entdo resolver a equagdo (—g(x) - g(—x))x X==—

Sejam £,09 =(-900=g(-X)xx e £,0)=7

A solugdo da equacgdo é a abcissa do ponto de intersegao dos graficos

destas duas funcdes.

Resposta: a ~ 0,361

11. D={XER32—€X>O}:]—OO,|I’]2[

Calculos auxiliares:

2 >0 -ee>2e"<2=x<In2
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|n(2—ex)—2XSO/\X€ D<:>|n(2—ex)S2X/\X€ D<:>In(2—ex)£ In(ezx)/\XE D<

<:>2—exSeZXAXeD©e2X+eX—220/\XeD@( e*<-2 veX21j/\XeD©

Condicéo impossivel em R
oe*>e?AxeDe x>0AxeD
(1) Calculos auxiliares:
Seja y=¢"

Ziy-_2> <— >
yo+y 2_0(2<)§(>3)y_ 2vy=1

2) Y+y-2=0y=-2vy=1

Resposta: C.S.=[0,In2]

12,

*

f) In(x+1) lim In(x+1)
121, lim £(x) = lim[1-NCHD N g i NOED 2y xal g e x41
X—>+00 X—>400 X+2 X>+0 X 4 2 x>+0 X+ 2 I|m X+2
X+1 x>+ X 41
0 0 0 ~ L . e

=1- =1-— =1-—=1, logo a reta de equagdao y =1 é assintota horizontal ao grafico

lim % lim1 1

X—>+0 ¥
de f,quando X—+o0.
. Cox+(x+1)7 et C(x+1)%et _ x+1)°
Ilmﬂz lim #: lim §+ ImL: lim1+ lim 1><( +1) =
x>0 X X——0 X X——0 X X——o X X—>—00 X——0 ¥ e

. _(~x-1)
=1+ lim l><I|m %:1+ix L — :1+0><i:1+0x0:1

x>0 X  Xo—o @ —o0 . e +00

lim 5
—X—1—>+o0 (—X _ 1)
(x+1)° 1 1

lim (£()=x) = lim (X +(x+1) e ) = lim ((x+1) e ) = lim =2 = ——=—=0
X—>—00 X—>—00 X—>—00 X—>—0 @ —+00

Logo a reta de equagdo Yy =X é assintota obliqua ao grafico de f, quando X — —0.
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% 12.2. Seja xe]—oo,—
f(x):x+(x+1)2eX+1
f’(x):1+2(x+l)e”1+(x+1)2e”l:1+ex*1(2x+2+x2+2x+1):1+ex*l(x2+4x+3)

f7(x) =" (X* +4x+3)+e x(2x+4) =e* (X" +6x+7)

S —6++/6% —
f"(x)=0ce™ (X +6x+7)=0< e"=0 vX +6x+7=0<Xx= 626 —4x1x7
— <

condigéo impossivel 2
emR

&S X= <:>x:—3—\/§vx:—3+\/§

—6++/8
2

X —00 —3-2 —3+42 -1
e + + + + +
x> +6X+7 + 0 - 0 +
Zerosesinalde f” + 0 - 0 +
Variagdo e Maximo Minimo
, / N |7
extremos de f relativo relativo

f'(—3+«/§) é, portanto, um minimo relativo da fungdo ' em J—oo,—1].

Para averiguar se se trata de um minimo absoluto vamos estudar o comportamento da funcdo f’

guando X — —©

XE+4x+3
_ _ o) [y | (=x-1)
lim f'(x) = lim [1+e“1(x2+4x+3)} = 1+ lim (LXXJL?’}:H lim (,Tl) =
X—>—00 X—>—00 X—>—0 e X—>—0 e
(—x-1)°
X* +4x+3 G
e oy . M g
=1+ X +eXtd _14 X —1+-—=1+0=1, logo a reta de equagdo y =1 é assintota ao
+00 +o0

—X—1—>+00 (—X _1)2

graficode f’' quando x — —x e, portanto f'(X) >1 em ]—oo,—3—«/§[.
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Ora, como f’(—3+\/§)=1+e‘z+ﬁ(—2\/§+ 2)<1 , de facto f’(—3+\/§)é um minimo absoluto

<0

da fungdio f' em |—oo,—1[.

Resposta: A abcissa do ponto, de abcissa pertencente ao intervalo ]—oo,—l[, no qual a reta

tangente ao grafico de f tem declive minimo é -3+ J2.

12.3. Como Xe]2,3[, f(X)zl—M.
X+2

Se P é um ponto de abcissa X pertencente ao grafico de f, entdo as suas coordenadas sdo
(x, f(x)).

Uma vez que a ordenada excede o simétrico da abcissa em 3 unidades, entdo f (X) =—X+3.
Tem-se que f(X)=-x+3< f(x)+x-3=0.

Seja g a fungdo definida por g(x) = f(x)+x-3.

(i) g é continua em ]—oo,—l[ por ser a soma de duas fun¢des continuas, logo, em particular, é

continua no intervalo [2,3].

(i) 9(2)= f(2)+2-3=1-"2 111 g

9(3)= f(3)+3_3:1_@>o

Logo, g(2)<0<g(3).
Portanto, por (i) e (ii) e pelo Teorema de Bolzano, podemos concluir que 3c e ]2,3[ X g(c) =0, ou
seja, Ic€]2,3[: f(€)=—C+3, o que significa que existe, pelo menos, um ponto pertencente ao

grafico de f, com abcissa pertencente ao intervalo ]2,3[, cuja ordenada excede o simétrico da

abcissa em 3 unidades.
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sk 13. Pelo teorema da derivada da fungdo composta, temos que ( f o g)' (1)= f’(g (1))>< 9'(1).

Como g(1) =2, entdo (fo g)' (1)=1"(2)xg'(1).
Uma vez que areta t é tangente ao graficode f noponto A, de

abcissa 2, entdo f'(2) é igual ao declive da reta t, isto &,

17 5

f'(2)=mt=yB_yC=4 =i.

Xg—% 5-0 20
Dado que ||mM=E' entio g’(1)=9

h—0 h 9 9
' 9 10 10 1

D o =f' ! = - _= .
este modo, (fog) (1)=f'(2)xg'(1) 20>< 520" 32 Resposta: (A)

%k 14. 12 Processo:
Seja T um ponto pertencente a reta t e ao primeiro quadrante.
Como a reta t contém a bissetriz do angulo AOB, entdo o
angulo AOT tem a mesma amplitude do angulo TOB e,

portanto, COS(A@T) =COS (TOB) .

Uma vez que a reta r € definida pela equagdo y = x, entdo um

vetor diretor da reta r pode ser o vetor r de coordenadas

L) .

Figura 5

Se areta s é definida pela equagdo y =4x, entdo um vetor diretor da reta s pode ser o vetor
S de coordenadas (1,4).

Dado que areta t contém a origem do referencial sendo m o declive da reta t, entdo uma
equacdo reduzida da reta pode ser y =mx e, assim, um vetor diretor desta reta pode ser o

vetor t de coordenadas (1, m).

A A

Ora, AOT =7 § e TOB =5 {, portanto,

cos(AéT):cos(TéB)c>| F't| __§t N (LY)-(Lm) (L4)-(Lm) N

|f” ”§”X”f” \/12+12><\/12+m2 :\/12+42><\/12+m2

@H—m:ﬂcxfl_?(l+m):\/§(1+4m)<:> 17 +m17 =2 +4m2 &

G
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e T 4 =7 (T —4) T om0

-az"
eomo V217 T4 | 34+8-17-4434 | -334-9 1,3
BN TN AN TN 17-32 -15 5 5

22 processo: (Por sugestdo do colega José Carlos Pereira)

Sejam C e D dois pontos, pertencentes, respetivamente, asretas r e S e ao primeiro quadrante,
tais que OC =0D.

Desta forma o triangulo [COD] é isésceles e o ponto médio de [CD] pertence a reta t.

Sejam C(a,a) e D(b,4b), com a>0e b>0.

OC=0D < +a’+a’ = b2+(4b)2<:>2a2:17b2<:>a2=%b2 = a= Y

a>0 e b>0 2
Assim, C gb, Eb
\l 2 \J 2

,/”b+b /”b+4b
O ponto médio de [CD] é o ponto M, de coordenadas 22 , 2

, OU seja,
(VAT +2)b (V7 +442)b
M , , logo um vetor diretor da reta t é o Vvetor
22 22

. [(\/1_7+«/§)b (\/1_7+4\/§)b]
oM = , )
2.2 22

Assim, o declive dareta t é

(VA7 +4V2) ¥

N mealz (T eaR)x(AT-V2)
(Vi e2)l T T ()T )
xR
:17—«/§+4@—8®m:%@+§

17-2

m=
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32 processo: (Por sugestdo do colega José Carlos Pereira)

Sejam C e D dois pontos, pertencentes, respetivamente, asretas r e S e ao primeiro quadrante,
tais que OC =0D.

Desta forma, o triangulo [COD] é isosceles, logo a sua altura é W, sendo M o ponto médio
de [CD] .Assim,como M pertence areta t,areta t é perpendicularareta CD, logo m, :—i

mCD

Sejam C(a,a) e D(b,4b), com a>0e b>0.

OC=0D < +a’+a? = b2+(4b)2<:>2a2:17b2<:>a2:%b2 o a=.|"p

woeh0 .\ 2
cﬁ:(b,4b)—(\/gb,Eb]:(b—\/gbAb—EbJ:&l—EJb , [4— %Jb}
iV e

N
~

m.. = = e, portanto,
o 17 2-\17
e (TR0 IT)  afaear-s-E 3

B 4+9 1 7.3
VNN T (4 2-J17)><(4J§+J17) 32-17 15 5 5

FIM
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