PROVA MODELO 1 - MATEMATICA A Matematicando (www.amatoso.org)

PROPOSTA DE CORRECAO

Duragao: 150 min. (tolerancia: 30 min.)

Data: junho 2021

12.2 Ano

1. Umavezque (a,) é uma progressdo geométrica de razdo r, a, =a,xr"", logo, a, =a,xr.

- - 3
Comosesabe que a,,, —a, =—3x27",VneN,vemque @, —¢,=—3x2"' = a,-q, ==

Conjugando as duas informacdes:

3 3 3 3
{aza1 Zza{alxral :EQ{al(rl)ZEQ a, :_2(r—1) )

a,=a,xr

a, =aq, xXr a, =a, xXr a, =a,xr

Comod;—a, =—3%x272 < a,—a, =—=, vem que
3 2 3 2 4

alxrz—alxr:—%@alxr(r—l)z—%, logo, por (1), — 3 ><r£r//l’j:—3c:>r:l

3

m

(Claro que, neste caso, também se podia resolver experimentando cada uma das opg¢des)

e, portanto, a, = — < a =3

Resposta: (D)

P(Cm(m)) = P(Cm(]uﬁ)) = P((CmZ)u(CmE)) =

(CmZ)+P(CmE)—P((CmZ)m(CmE)):
(

4|C)xP(C)+P(B|C)xP(C)-P((CAC)(4nB))=

=(P(4|C)+P(B|C))xP(C)-P(CnD)=
~(P(4|C)+P(BIC))xP(C)-P(2)=
=(P(4Ic)+P(BIC))xP(C)-0=
:(p(2|c)+P(§|c))xP(c) c.qd.
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3.
3.1. Seja n o numero total de bolas. Assim, ha na caixa 4 bolas brancas e n—4 bolas pretas.
- 2 -4-1 2 -5 2
P(Bld)=Ze " —=2sr 2 3y 15=2m-2n=13
3 n—1 3 n—1 3l
Resposta: Na caixa ha 9 bolas pretas.
3.2.

Comecemos por colocar uma bola branca em cada recipiente.

Relativamente as bolas vermelhas ha duas formas diferentes, mutuamente exclusivas, de as

colocar nos recipientes.

Ou colocamos uma bola vermelha em cada um de dois recipientes, o que pode ser feito de

6C2 maneiras, ou colocamos as duas bolas vermelhas no mesmo recipiente, o que pode ser

feito de °C, maneiras.

Em qualquer um dos casos as bolas pretas serdao depois distribuidas pelos recipientes de
modo que cada recipiente figue com um numero total de 3 bolas, o que s6 pode ser feito,

em cada caso, de uma maneira.

Assim, a resposta ao problema é °C, + °C, = 21.

4. Para que n3o haja rapazes em posicoes consecutivas, os rapazes sé poderdo ocupar trés dos

lugares entre as raparigas ou entdo ficarem “ nas pontas”.
Vejamos o esquema seguinte:

XM <X M x M x M xM x M x M x

Vemos que ha 8 lugares possiveis nos quais os rapazes se podem sentar de forma a nao

ocuparem posicdes consecutivas.

O numero de maneiras de escolher os 3 lugares para os rapazes se sentarem é 8C3.

Para cada uma destas maneiras de escolher os lugares, os 3 rapazes podem distribuir-se por

esses 3 lugares de 3! maneiras e as 7 raparigas podem distribuir-se pelos 7 lugares de 7!
maneiras.
A resposta é entdo : °C, x3!x 7! Resposta (C).

5. Uma vez que [AB] é um lado de um poligono regular de 12 lados com centro na origem do

~ 2 .
referencial, sabemos que BOA = %, ou seja BOA = % radianos, e |Z1| = |zz|.

Como C é o ponto médio de [OA] , z3| :%|zz|.

(-5

. . |
Assim, para obter z, basta multiplicar z, por Ee(

z, =z xlel‘(_gj Sz, = (1+4i)xl(cos(—£j+isen[—£)j =32 :(1+4i)xl(£—li] =3
2 2 6 6 202 2

=32 =£g+lj+(\/§—2ji
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j 3
Para mostrar que z, satisfaz a condigao Im(z+iije(z—l):Z basta, por exemplo,

substituir z por z, e verificar que obtemos uma proposicdo verdadeira.

Im((?+l]+(ﬁ—%)i+£jxmu?+1)+(\/§—%ji—1]:%a
@Im[(%1j+[ﬁ_}%}]xR{[%I_IH@-%}J:3@

B

3 , - .
=43 XT = 7 gue é uma proposicao verdadeira.

6. Repare que, uma vez que a circunferéncia tem centro no ponto C e passa na origem do
referencial, o seu raio é o médulo do complexo cujo afixo é o ponto C .
2
p =2p

2227 =0<(pe” g 206 & 2 =2 pe'?) = =
M-V~(p ) P P P 20=-0+2kr, keZ

< 2k Vv 2kx

-2)=0 =2
p(p=2) p=0 |P
=
0=""keZ T |——— |0="SkeZ
3 3

Vemos assim que a equacdo admite como solugdes o complexo nulo e trés outros
complexos de médulo 2, logo o médulo do complexo cujo afixo é o ponto C é 2.
O perimetro da regido sombreada é igual a soma do semiperimetro da circunferéncia com

o seu diametro, logo é igual a 27 +4, ou seja, 2(7z+2) . Resposta (B).

7.

% 7.1 E~(E+C_”K)=E-(Z§+R’+C—K—R’]=E~(R—E)=E~ﬁ—E~B—C=
AK

V2.5 25

= ||E||>< ”R” X cos(45°) —”ﬂ)”x ”R’”x cos(0°) =5x 5\/§x72— 5 xle =5

Note gue: L X
o E:\/m:5,logo,comoﬁ=ﬁ, 4 B: C: P
|

[AHKD] é um quadrado de lado 5. Assim, KAD =45°.

e Como se trata de um hexdgono regular, AD e BC sdo

colineares e ||E|| = 2><||R‘|| . -1

Resposta: (D)
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7.2. Para determinar as coordenadas do ponto H temos que determinar as coordenadas de

um vetor normal ao plano, 4ABC, que contém a base [ABCDEF] do prisma.
Um vetor normal ao plano ABC sera ortogonal simultaneamente aos vetores AD e AR.
AD=D-A4=(0,4,-3) e AR=R-A4=(2,2,-2)

Seja n= (a,b,c) um vetor normal ao plano ABC . Sabemos entdo que:

3
{4b—3c=0 b=7¢

= =
2a+2b-2¢=0 1
a=—c

Considerando, por exemplo, ¢=4, vem que um vetor normal ao plano ABC é, por
exemplo o vetor 7 =(1,3,4).
Pretendemos um vetor v, colinear com 7 = (1,3,4) e com norma 5:

V= ki < v = (k,3k, 4k)

[Fll=5 < | +(3k)" +(46)" =5 <208 =5@\/%Ik|=5@k=isﬁ_6
5426 5426
26 X

Entao, H =4+

X(1,3,4) ou H:A_—X(la3a4)

Como é dito no enunciado que a abcissa de H é negativa, efetuando os calculos vem que

H_[_S\/% 15426 _20\/%+3]
26 T26

26

<% 8.1. Umavezque f éuma fungdo continua, por se tratar do produto de duas fungdes continuas

( uma fungdo quadratica e a fungdo composta de uma fungao logaritmica com uma fungao
afim), sé podera ser assintota vertical a reta de equacdo x =1.

Vejamos:
(o)
. V¢ 2 _ _ ; _ —x)]=
)lcl_{?f(x)_ll_{?[(l x )ln(l x)} = )lcl_r)?(1+x)x)lc1_§}[(l x)In(1 x)]—
1
In(1-x) IHU “In() In(y)
— 2xlim =2><hm—y=2xlim—=2>{—lim—j=2x0:0
x—1 L M. Yo y y—>+o y yoko
1-x
M.V.:

1 ~
yzl—;se x—1,entdo y - +o.
—X

Concluimos assim que o grafico da fungdo f ndo admite assintotas verticais.

Matematicando (www.amatoso.org) | 12.2 Ano * Pagina 4/7



http://www.amatoso.org/

8.2. Aretade equagao (x,y)=(0,1)+k —\/5,\/5 ,k € R tem declive —1, pois £=—1.
V2

Pretendemos entdo determinar o(s) valor(es) de x para os quais f'(x)=-1.
Seja x € |-,

1:1 < f'(x) =—2x><1n(1_x)_w<:>

f'(x) ==2xxIn(1-x)+(1-x")x

I-x
< f'(x)=—2xxIn(1-x)-1-x
f'(x)=-1e 2xxIn(1-x)-1-x=-1< 2xxIn(1-x)-x=0 <

1
<:>x><(—21n(1—x)—1):0<:>x=0\/ln(1—x):—%<:>x:0\/l—x=e2 =

1
Sx=0vx=1-—&—
Je

1
Resposta: as abcissas dos pontossdo 0 ¢ I—T.
e

[Ej +22 2 2
Jn+1 Jn+1 n+l ntl
2
= lim2 = Vlimz = /500 = +o0
n

sen (1)
(0x0) ) X 1

lim( f(u,))= lim f(x)= lim {xsen(lﬂ = lim —=~=
X—>+0 X—>+0 X +
Resposta (B)
10.

10.1.
g'()c)=0c:>e2"+2—46"“+3=0é:jex+l =3ve' =l x+1=QB)vx+1=0= x=-1+In3)vx=-1

C.A.:
Seja y=e""'. Obtemos assim, y* -4y +3=0< y=@@y:3vy:1
) o i _1+In(3) +00
Sinal de g’ + 0 — 0 +
Variacdo de g /! g(=D N\ g(~1+In(3)) 4

A fungdo g é estritamente crescente em ]—oo,—l] e em [—1+ln(3),+oo[ e é estritamente

decrescente em [-1,—1+In(3)].
A fungdo g admite um maximo relativo para x=—-1 e um minimo relativo para
x=-1+1In(3).
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' 2x+2 x+1 (oo—oo) ex ex+2 — 4e
10.2. limix)zlime de’ +3 = limg+lim§:

x40 X X—>+0 X X—>+0 X x—>+0 X

X

= lim i>< lim (e“z—4e)+i:+oox(+oo—4e)+0:+oo

X—>+0 X X—>+00 —+00

Uma vez que este limite ndo é um numero real, o grafico de g'ndo admite nenhuma

assintota ndo vertical quando x tende para +.

10.3. Uma vez que a concavidade do grafico de g muda no ponto 4, sabemos que o ponto A4
€ um ponto de inflexao do grafico da fungdo g.

Para determinar a abcissa do ponto 4 podemos usar, pelo menos, dois processos.

1°Processo:

Determinar o minimizante de g'.

6.67 Ay
)

J

oWy X

-10 \y 1

(-0.306853,-1)

-

a~—0,31 é o minimizante de g’, logo é a abcissa do ponto 4.
22 processo:

Determinar o zero de g" , sabendo que g"terd que mudar de sinal nesse zero.

Podemos recorrer a calculadora para obter diretamente o grafico de g”.
6.67 ‘TV

g‘l

-10 \7 1 1
(-0.206853,0)

a~-0,31 éozerode g".Uma vez que a fungdo g" muda de sinalem x=a, a é a abcissa

oy X

do ponto de inflexao do grafico de g.
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11.

11.1. Sejam E e F as projecdes ortogonais do ponto C, D
nas retas AB e AD, respetivamente.

ABxCE ADxCF

Ar €d ypcp) = 5 + >
CE . G5 C
Sena:$<:>CE=sena
AE  —
COSCX=T<:>AE=cosa 4
A B
o) = X8ene XS () SnEFCOSA g,
2 2 2
2 2 5
11.2. Az(e)z(wj <:>Az(9):sen 6’+2sen6?;<c050+cos 0
1+ 20
©A2(9)21+2sem9><cos6’@AZ(G)ZE
1
Uma vez que 1g(20) =5 vem que:
! LY ! 25
1+1g°(20)=— —~ <1+ | = & cos’(20) ===
¢ B0 o o) 5 covi(20) < ¢ 975
sen®(20) 1 sen®(20) 1
g’ =— Lo —=——JL o sen’(20)=—
¢'(20) cos’(20) 25 25 (26) 26
26

T 1
Como 0<@<—, 0<280 <, logo sen(20)>0 e, portanto, sen(20)=—.
5 go sen(26)>0 e, p (20)=——

1+@
Assim, A°(0) —_ 26 A*(0) :M.
4 104

1 sena+cosa 1 \/5 \/E \/5
11.3. A(a):Eaf:—csena+cosa :1<:>7xsena+7xcosa :7x1<:>

T T \/E T \/5
< sena X CoS Z +COSa X sen Z :7@S€7’l (Z+Z =<

2

<:>a+£=%+2kﬂva+%=7r—%+2kﬂ,keZ<:>a=2k7rva=%+2k7r,keZ

Ora, no intervalo }0,3{ esta condicao é impossivel, o que demonstra o pretendido.

FIM
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